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I neerveerende notat gives en kort opridsning af centrale resultater og antagelser, der er
ngdvendige for udledning af deterministiske afkast, der kan anvendes til beregning af frakti-
ler for et pensionsdepot, ved en deterministisk fremregning. Den beskrevne teknik er tilteenkt
anvendt pa produkter, hvor investeringsstrategien kan karakteriseres ved en deterministisk sam-
menseatning af aktiver (eller aktivklasser), hvis udvikling kan beskrives som en (flerdimensionel)
geometrisk brownsk beveegelse. Det beskrives ikke hvordan en given aftrapningskurve (eller in-
vesteringsprofil) omsaettes til aftrapning af forventet afkast og volatilitet.
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1 Nadvendige matematiske resultater

Lad S(t) veere en geometrisk brownsk bevaegelse, der opfylder
S(0) = sg, dS(t) = uS(t)dt + odWy,
hvor W, er en wienerproces. Dermed geelder for ¢t > s > 0, at
S(t
S((s; 2 exp ((n—0.50%)(t — s) + o/t — sN)

for N ~ N(0; 1). Definerer vi R(s; t) = S(t) ses det, at

&)

log R(s; t) ~ N ((n — 0.50%)(t — s); o°(t — ).

Dermed folger det, at
E[R(s; 1)] = exp (ult — )
E[R(s; t)*] = exp ((2u+ 0®)(t — 5))
Var [R(s; t)] = exp (2u(t — s)) (exp (o(t — 5)) — 1)



Magnus Tor Ry Hessler, Metoder og Analyse, Danica Pension 2

2 Depotudvikling

Det gnskes at beskrive fordelingen af et pensionsdepot til en raekke tidspunkter ¢g,t1,...,tN.
Ses der bort fra ind- og udbetalinger antages det, at pensionsdepotet mellem to tidspunkter
tn—1 og t, udvikler sig som en geometrisk brownsk bevagelse med parametre u(t,—1; t,) 0og
0 (tn—1; ty). Saledes kan vi beskrive depotudviklingen som

X(tn) - X(tnfl)R(tnfl; tn) 5

hvor
1
R(tn 1a ) ~ IOgN << ( n—1; tn) - 50 (tnfl; tn)2> (tn - tnfl);o— (tnfl; tn)z (tn - tnl)) 9
og hvor vi for log X = a + bY,Y ~ N(0; 1) anvender notationen X ~ log N (a;b?).

Antages det, at der umiddelbart inden tid ¢,, indbetales I(¢,,) og at der umiddelbart efter tid ¢,

udbetales
X(tn)

)= A
hvor A(t,) angiver et udbetalingspassiv (eller nutidsveerdien af en annuitet om man vil), kan vi
med notationen

1
Flt,)=1— ——
(tn) A
skrive depotveerdien til tid ¢, efter indbetaling af preemie, inden udbetaling af ydelse, som
X(tn) = X(tn-1)F(tn—1)R(tn-1tn) + I(t,). (1)

F(t,) angiver den relative del af depotet der er tilbage efter den udbetaling der falder til tid ¢,
og notationen anvendes her for at fa et simpelt udtryk for udviklingen af X, der samtidig giver
mulighed for anvendelse pa pensionsaftaler, der indeholder forskellige udbetalingsformer (F kan
saledes bade karakterisere sumudbetalinger, rateudbetalinger og livrenter, eller en kombination
af disse). For tidspunkter efter ophegr af preemiebetaling bliver I lig 0 og for tidspunkter inden
pensionering bliver F' lig 1.

2.1 Middelveerdi og varians for fremtidige depotvaerdier

Det gnskes at fastleegge middelveerdi og varians for depotveerdien til hvert tidspunkt ¢,,, og vi
anvender notationen
M(t,) = E[X(tn)], V(tn) = Var (X (t,)) .

Forudseetter vi, at I og F er deterministiske, ser vi ud fra ligning (1), at
E[X(tn)] = E[X (tn-1)] F(tn-1) E [R(tn—1,tn)] + I ()
= E[X(tn—1)] F(tn-1) exp (u(tn—1; tn) (tn — tn-1)) + I(tn)

E[X(tn)?] = E[X(th-1)?] F(ta- 1)2E [R(tn—1,tn)?] + I(tn)? + 2E [X (tn—1)] F(tn—1)E [R(tn_1,ta)] I(ts)
:E[X(tn_l)Q] F(tn-1)?exp ((2u(tn—1;tn) + 0(tn-1:tn)*) (tn — ta—1)) + I(tn)?
+2E [ X (th1)] F(tn- ) xp (W(tn—13tn) (tn — tn—1)) I(ts)
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Dermed bliver
M (tp) = M(ty_1)F(t,_q)ettn-1itn)tn=tn1) 4[4 )

og
Vtn) = F(tn_l)262#(tn—1;tn)(tn—tn—1) ((V(tn—l) —|—M(tn_1)2) eo(tn_1;tn)2(tn—tn_1) _ M(tn—l)Q)
Da X (t9) antages at veere kendt, kan vi ud fra randbetingelsen

M(to) = X (to), V(to) =0,
beregne M (t,) og V(t,) iterativt for alle n € {1,... N}.
Hvis F derimod ikke er deterministisk og A(t,) eksempelvis athenger af X (¢,), vil vi ikke pa
ligesa simpel vis kunne udlede formler for middelveerdi og varians af X (¢,,).

3 Udledning af fraktiler under lognormal-approksimation

Jf. Claus Munks notat 'En hurtig approksimativ beregning af usikkerheden om den fremtidige
pension’, kan den sande fordeling af X(¢,) approksimeres med en lognormalfordeling. Under
denne approksimation og med notationen

altn) =log M(tn), b(tn)? = log (14 V (t,)e~2())

kan p-fraktilen for X (¢,), her noteret z,(¢,), jf. ligning (10) i Munks notat beregnes som

1
salta) = exp (BN 0) +altn) — 500007
hvor N~!(p) angiver p—fraktilen i en standardnormalfordeling.

Ved beregning af pensionsprognoser i praksis, vil det ofte veere gnskveerdigt at kunne lave be-
regningen pa baggrund af et deterministisk, evt. tidsathesengigt, afkast. Defineres

Tp (tn) — 1 (tn)
Lp (tnfl) F (tnfl>

kan fraktilerne for pensionsdepotet pa fremtidige tidspunkter beregnes som

Tp(tn—l; tn) = - 13

Tp (tn) = Tp (tn—1) F (tn—1) A+ rp(tn_1; tn)) + I (tn)

NB: Ovenfor er beskrevet et meget simpelt pensionsprodukt, hvor der ikke er taget hgjde for
eksempelvis PAL, omkostninger, betaling for forsikringsdsekninger med videre. Disse effekter vil
vaere svaere (greensende til umulige) at indregne korrekt i formlerne for middelveerdi og varians
i afsnit 2 (eksempelvis fordi PAL pavirker depotudviklingen asymmetrisk og szerdeles stiatheen-
gigt og omkostninger ofte ikke er linesere). Da disse forhold typisk kun i beskeden grad pavirker
rangordningen af depotverdier som udfald af investeringerne, giver det en forholdsvis preecis be-
regning af fraktiler for depotet, at lave en deterministisk fremregning (med korrekt kontoteknik)
med afkast lig {rp(tn_1; t”)}(nzl,...,N)'
NB: Ovenstaende beskrivelse tager udgangspunkt i generiske tidspunkter tg,t1,...,ty. Disse
kan eksempelvis udtrykke manedlige eller arlige tidsskridt (eller en blanding). Har man valgt
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t; = i/12 (manedlige tidsskridt) vil det geelde (hvis der ikke falder nogle betalinger mellem tid 0

og 1), at
12

1470 1) = [+ rp(tioas 1))
i=1
Omvendt kan man ikke generelt omregne arlige forrentninger til manedlige forrentninger. Sa i
praksis vil det formentlig veere nemmest at regne med manedlige tidsskridt og derefter aggregere
de relevante renter (medmindre man altid kun vil regne i arlige tidsskridt).

NB: I ovenstaende antages, at udbetalingen fastleegges pa samme tidspunkt som den udbeta-
les. T praksis ses ofte, at udbetalingen fastleegges arligt, men udbetales manedligt. Dermed vil
der eksempelvis for en ratepension veere positiv sandsynlighed for at depotet bliver 0 inden sidste
udbetaling i virkeligheden, hvorimod sandsynligheden for dette er lig 0 i modellen.

NB: I ovenstaende antages det, at p (tn—1; tn) 0g o (tn—1; tn) er konstant mellem ¢,,_1 og t,.
Er der eksempelvis investeret i et miks af en offensiv fond og en defensiv fond, vil p (t,,—1; t,,) 0og
0 (tn—1; tn) kun veere konstante, hvis der kontinuert rebalanceres til det initiale forhold mellem
den offensive fond og den defensive fond.



